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细观几何结构对复合材料
初始屈服面的影响
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摘要: 采用宏—细观统一的弹塑性本构模型分析了多轴载荷作用下不同纤维形状、不同纤维排列方式对金属

基复合材料初始屈服面的影响。研究表明: 在纵向正应力作用下 ,圆截面纤维复合材料的初始屈服应力基本

上与方形截面纤维复合材料的初始屈服应力相等; 不同纤维排列方式的复合材料初始屈服应力基本上相同。

当存在横向应力或纵横剪切应力时, 圆截面纤维复合材料初始屈服面在方形截面纤维复合材料初始屈服面

之内; 六角形排列时最容易屈服,而方形对角排列屈服应力最高。
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Abstract: The unified macro and micro mechanics const itut ive model w as used to invest i-

gate the inf luence of micro-structural geometry, such as f iber shape and fiber packing array, on

the composite init ial y ielding surfaces under multi-ax ial loading . Under longitudinal st ress, com-

posites reinforced by f ibers w ith square cross sect ion have the same yielding st ress as the ones re-

inforced by f ibers w ith cyclic cross section. Fiber packing array has no effect on the yielding

stress. In the presence of t ransverse or shear st resses, the composite initial yielding surface with

square cross section fibers is inside of the one of composite w ith square cross section f ibers. Com-

posite with hexagon f iber array has the low est yielding st ress; however, composite w ith square-di-

agonal fiber array has the highest.
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　　目前的发动机主要材料——镍基合金和钛合

金的发展已接近极限, 虽有进一步的改进余地但

潜力不大,不能使发动机的性能产生飞跃,不能满

足未来发动机更加苛刻的要求,因此必须寻求更



加先进的材料才能满足发动机设计的需要。在先

进的材料发展领域中, 金属基复合材料已经显示

出很大的发展潜力,并将对未来的航空发动机的

发展起到极其关键的作用, 成功地利用这些材料

对美国实现富有挑战性的 IHPTET 计划目标起

到决定性的作用
[ 1, 2]
。金属基复合材料在使用中通

常会呈现出明显的弹塑性行为, 因此,研究金属基

复合材料的初始屈服及塑性流动问题具有重要意

义。研究表明,金属基复合材料的屈服通常来自金

属基体材料的屈服或纤维与基体的脱粘, 如 Al/ B

复合材料,宏观屈服主要来源于基体的屈服;对于

Ti基复合材料,宏观屈服常来源于纤维与基体的

脱粘[ 3]。通过宏观试验方法获得复杂应力状态下

的初始屈服面是十分困难的。文献[ 4, 5]通过计算

来定义基体相中细观最大应力(或最大有效应力)

与复合材料宏观应力(或有效应力)之比作为应力

集中因子,然后通过基体材料拉伸性能试验获得

的屈服极限推算出复合材料的屈服极限。这种方

法对于复杂应力状态情况难以适用, 而且对由纤

维与基体脱粘产生的复合材料屈服也无法适用。

可以用有限元法对代表性体积元进行应力应变场

计算,然后分析不同截面形状、不同排列方式对复

合材料在多轴载荷作用下屈服面的影响。然而研

究细观几何结构对宏观性能的影响时,经常会有

大量参数需要调整,而细观结构细节的任何调整

都要求重新建立有限元模型,从而耗费大量时间,

计算效率很低,这使得这方面的研究并不系统、全

面。因此,发展不同于细观力学有限元法的高效且

具有足够精度的细观力学模型是十分必要的。另

外,在复合材料的细观结构优化过程中也不可避

免地要求细观力学模型与优化技术结合,而有限

元方法通常难以满足这一要求。由美国NASA 提

出的宏—细观统一本构模型就是一种高效、准确

的力学模型
[ 6, 7]

,能够用来研究细观几何结构对复

合材料宏观性能的影响, 作者对该宏- 细观统一

本构模型进行了进一步研究和发展
[ 8～12]

。本文利

用宏- 细观统一本构模型计算分析了不同纤维截

面形状及排列方式等细观几何结构特征对复合材

料屈服面的影响, 获得了十分有意义的结果。

1　宏—细观统一本构模型及

　　　　　计算方法

1. 1　本构模型

　　设纤维增强复合材料的细观结构具有周期

性,如图 1, X 1为纤维方向。在细观结构特征体中

取一个代表性体元 RVE 进行研究,称 RVE 为一

个细观单元,如图 2所示,将一个细观单元划分为

N �×N �个子单元, 根据纤维形状及在基体中分

布情况,其中某些子单元可以代表纤维、基体或界

面相等。在各子单元内建立细观局部坐标系

x
-( �)

2 x
-( �)

3 。

图 1　代表性体元

F ig . 1　Representative volume element

图 2　N �×N �子胞的代表性体积元

F ig . 2　RVE including N �×N � subcells

1. 1. 1　细观位移模式的选取

　　假设各子单元的位移是细观局部坐标 x-( �)
2 ,

x-( �)
3 的线性函数, 于是各子单元内位移场可表示

为:

u
( �, �)
i =  0ij x j + !( �, �)i x

-
2 + ∀( �, �)i x

-
3

( � = 1, 2,⋯, N � ; �= 1, 2,⋯, N �) ( 1)

式中: !( �, �)i , ∀( �, �)i 、称为子单元的细观位移系数。
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1. 1. 2　细观应力、应变场

　　在小变形范围内, 子单元内应变与位移有如

下关系:

 ( �, �)ij =
1
2

( u( �, �)
i, j + u

( �, �)
j , i )

( � = 1, 2,⋯, N � ; �= 1, 2,⋯, N �) ( 2)

　　利用各子单元的材料本构方程, 可得到子单

元内应力为:

#( �, �)ij = C
( �, �)
ij kl � ( �, �)kl

( � = 1, 2,⋯, N � ; �= 1, 2,⋯, N �) ( 3)

1. 1. 3　平衡方程

　　各子单元内的应力场, 应满足平衡方程:

#( �, �)ij , j = 0

( � = 1, 2,⋯, N � ; �= 1, 2,⋯, N �) ( 4)

　　在式( 1)表示的位移模式下,各子单元的应变

是常量,相应各子单元的应力也是常应力, 因此各

子单元的应力场都自动满足平衡方程( 4)。

1. 1. 4　位移与应力边界条件

　　采用弱化的位移边界条件(位移均值满足连

续性和周期性)可得:

Ag s = Bg 0 ( 5)

其中:

 s = (  ( 1, 1) ,  ( 1, 2) , K ,  ( N� , N�) ) T

 0 = (  011,  022,  033 ,  023,  013 ,  012 ) T

 s中的  ( �, �)与  0类似, Ag 为[ 2( N �+ N �) + N �N �

+ 1]×6N �N �的矩阵, Bg 为[ 2( N �+ N �) + N �N �

+ 1]×6 的矩阵, Ag 和 Bg 包含了 RVE 及其子单

元细观几何结构信息即 h, l, h�, l�等。

根据各子单元、弱化的应力边界条件以及子

单元本构方程( 3)可得:

Am s = 0 ( 6)

其中: Am 为 [ 5N �N �- 2( N �+ N �) - 1]×6N �N �

的矩阵,它包含各子单元的弹性刚度系数 C
( �, �)
ij kl 。

1. 2　本构模型的求解

　　通过对细观力学方程的求解, 可以在已知宏

观应变  0 的情况下,获得 RVE 的细观应力、应变

场,并且能够进一步得到宏观应力—应变关系。由

式( 5)、( 6)可得:

 s = As 0 ( 7)

其中:

A
- 1
B = As

A =
Am

Ag

　,　B =
0

Bg

As为 6N �N �×6的矩阵,通过分块可以将其分为

N �N �个 6×6 的子矩阵,记为 A
( �, �)
s ( �= 1, 2,⋯,

N �; �= 1, 2,⋯, N �) ,每个矩阵 A
( �, �)
s 对应着一个

子单元的细观应变矩阵  ( �, �)与宏观应变矩阵  0

之间的系数关系, 即有:

 ( �, �) = A
( �, �)
s  0 ( 8)

　　进一步可以得到宏观应力- 应变关系:

#0 = C
0 0 ( 9)

式中宏观刚度矩阵为:

C
0 =

1
hl �

N�

�= 1
�
N�

�= 1
h�l�C

( �, �)
ep A

( �, �)
s ( 10)

　　以上是弹性情况下的复合材料的弹性性能的

计算公式。当材料处于弹塑性时应采用增量形式,

类似弹性情况下的推导过程可以得到以增量形式

表示的方程( 7)式,即[ 11] :

d s = Asd 0 ( 11)

式中: d s是细观应变增量, d 0是宏观应变增量,

方程( 11)式反映了细观应变场与宏观应变场之间

的关系。当基体处于弹性范围时, A s 是常量,它只

依赖于纤维及基体材料的弹性常数以及复合材料

的细观结构特征。如果基体发生塑性变形, 那么

A s 将不再是常量, 而是依赖于材料的变形历史。

对方程( 11)式进行分解,可得:

d ( �, �) = A
( �, �)
s d 0 ( 12)

　　利用各子单元增量形式的本构方程, 可得:

d#( �, �) = C
( �, �)
ep A

( �, �)
s d 0 ( 13)

　　根据宏、细观量之间的关系,对细观应力进行

体积平均,可得:

d #0 = 1
hl �

N�

�= 1
�

N�

�= 1

h�l�C
( �, �)
ep A

( �, �)
s d 0 ( 14)

　　于是,得到以增量形式表示的宏观应力- 应

变关系:

d#0 = C
0
epd 0 ( 15)

式中宏观刚度矩阵 C
0
ep为:

C
0
ep =

1
hl �

N�

�= 1
�

N�

�= 1

h�l�C
( �, �)
ep A

( �, �)
s ( 16)

　　运用式( 14)进行复合材料宏观弹塑性性能计

算时, 还有细观子单元弹塑性刚度矩阵 C
( �, �)
ep 需要

确定, 除了式 ( 14) 中显式地含有 C
( �, �)
ep 外, 矩阵

A
( �, �)
s 中也含有 C

( �, �)
ep 。

当材料仅发生弹性变形时, 弹塑性刚度矩阵

Cep就等于弹性刚度矩阵 Ce,即:

Cep = Ce ( 17)
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　　当材料发生塑性变形时,弹塑性刚度矩阵 Cep

与材料变形历史有关, 可表示为:

Cep = Ce - Cp ( 18)

式中Cp 称为塑性矩阵,可表示为:

Cp =
9G2

#2s ( 3G + E
p )
�

s
2
x sxsy sx sz sx∃yz sx∃z x sx∃xy

s
2
y sysz sy∃yz sy∃z x sy∃xy

s
2
z sz ∃yz sz ∃zx sz ∃xy

∃2y z ∃yz ∃zx ∃yz ∃xy

symm ∃2z x ∃z x∃xy

∃2x y

( 19)

式( 19)中, G 为剪切弹性模量, #s是当时的弹塑性

应力, E
p 是材料塑性模量,也称硬化系数。#2s 可表

示为:

#2s = 3
2 sij sij ( 20)

式中 s ij为应力偏张量的分量。硬化系数E
p 与弹性

模量E 及切线模量 E
t 有如下关系:

1
E

p =
1
E

t -
1
E

( 21)

2　细观几何结构对屈服面的

　　　　　影响分析

　　复杂应力状态下的初始弹性状态的界限称为

屈服条件, 一般说来它是应力 #ij、应变  ij、时间 t、

温度 T 的函数, 可以写成: % ( #ij ,  ij , t, T ) = 0, 在

不考虑时间效应及接近常温的情形, 式中可以不

包含 t和 T。另外,当材料在初始屈服之前是处于

弹性状态的, 应力与应变之间有一一对应关系, 可

将式中的  ij用 #ij表示, 这样, 屈服条件仅是应力

分量的函数, 可表示为: F ( #ij ) = 0。在应力空间

中,表示一个包围原点的曲面,称为屈服曲面。当

图 3　不同纤维截面形状的 RVE

Fig . 3　RVE w ith different fiber shape

应力点 #ij位于此曲面之内时(即F ( #ij ) < 0) ,材料

处于弹性状态;当应力点 #ij位于此曲面上时(即 F

( #ij ) = 0) ,材料开始屈服。

图 4　纤维截面形状对初始屈服面的影响

F ig . 4　Influence of fiber shape on or inginal

y ielding surface

以单向纤维增强 Al/ B 复合材料为例进行计

算分析。纤维体积含量为 40%, Al基体材料常数

为:杨氏模量 Em= 70 GPa、泊松比 &m= 0. 3、屈服

极限 #0= 100 MPa、屈服后切线模量E t= 3 GPa。B

纤维材料常数为:杨氏模量 E f = 400 GPa、泊松比

&f = 0. 2。在研究 Al/ B 屈服及塑性变形时,仅需考
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虑金属基体材料的屈服及塑性流动[ 1]。

2. 1　纤维截面形状对初始屈服面的影响

　　考虑的纤维截面形状有方形、圆形,纤维在基

体中呈方形排列分布,它们相应的 RVE 模型见

图 3( a) , ( b)。

通过宏—细观统一本构模型计算得到以 #11 ,
#22, #12等应力分量表示的初始屈服面, 在屈服面

以内的所有载荷状态下, 复合材料细观结构中所

有点的等效应力都低于屈服极限, 复合材料宏观

变形呈弹性状态; 在屈服面上的载荷状态下,复合

材料细观结构中将有某些点处于屈服状态, 如继

续加载,复合材料宏观变形将进入塑性。计算结果

见图 4,图中 #11, #22, #12等应力分量都分别除以基
体的屈服极限 #0 ,进行了无量纲化处理。

图 5　不同纤维排列方式

F ig . 5　Different fiber packing ar ray

从图 4可以看出, 纤维截面形状对复合材料

初始屈服面有一定的影响。图 4( a) , ( b)表明: 在

单独的纵向正应力作用下, 圆截面纤维复合材料

的初始屈服应力基本上与方形截面纤维复合材料

的初始屈服应力相等; 当存在横向应力或纵横剪

切应力时,圆截面纤维复合材料初始屈服面被包

在方形截面纤维复合材料初始屈服面之内。这表

明方形截面纤维复合材料具有比圆截面纤维复合

材料更高的抗初始屈服的能力。这是由于单向复

合材料承受纵向正载荷时, 纤维承受大部分载荷,

而且这种载荷不直接产生沿载荷方向纤维与基体

之间的应力转移,而在垂直于轴向载荷的横向平

面内纤维截面形状以及纤维/基体泊松比不匹配

图 6　纤维排列方式对初始屈服面的影响

F ig. 6　Influence of fiber packing array on

original y ielding sur face
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等不足以对轴向弹塑性响应产生较大的影响, 表

现出相同的屈服应力; 在横向应力作用下, 方形截

面纤维中产生比圆截面纤维更高的应力,因此当

存在横向应力或纵横剪切应力时, 方形截面纤维

复合材料具有比圆截面纤维复合材料更高的抗初

始屈服的能力。

从图 4( a) , ( b)中还可以看出,在单独纵向正

应力作用下, 复合材料初始屈服发生在 #11/ #0= 3

左右,在单独横向正应力作用下,复合材料初始屈

服发生在 #22 / #0= 1左右, 在单独纵横剪切应力作

用下, 复合材料初始屈服发生在 #12/ #0= 0. 4 左

右。这表明,除单向复合材料主要承受纵向正应力

载荷情况外, 纤维在对复合材料初始屈服特性方

面并没有起到明显的增强作用,尤其是对承受横

向载荷、剪切载荷情况。

2. 2　纤维排列方式对初始屈服面的影响

　　考虑的纤维排列方式有方形排列、方形对角

(方形转动 45°)排列、六角形排列(或称正三角形

排列)。纤维截面都取方形, 它们相应的RVE 模型

见图 5。通过宏- 细观统一本构模型计算得到以

#11, #22 , #12等应力分量表示的初始屈服面,见图 6。

从图 5可以看出, 纤维排列方式对复合材料

初始屈服面有一定的影响。在单独的纵向正应力

作用下,不同纤维排列方式的复合材料初始屈服

应力基本上相同;而当存在横向应力或纵横剪切

应力时,不同纤维排列方式的复合材料初始屈服

应力是有差别的。六角形排列时最容易屈服,而方

形对角排列屈服极限最高。从图 6( a) , ( c)还可以

看出, 只有横向应力时方形排列和方形对角排列

的初始屈服应力基本相同。

3　结　论

　　( 1) 宏细观统一本构模型可以用来方便地进

行复合材料屈服面的计算, 比有限元方法具有更

高的计算效率。

( 2) 方形截面纤维复合材料具有比圆截面纤

维复合材料更高的抗初始屈服的能力。在单独的

纵向正应力作用下,圆截面纤维复合材料的初始

屈服应力基本上与方形截面纤维复合材料的初始

屈服应力相等; 当存在横向应力或纵横剪切应力

时,圆截面纤维复合材料初始屈服面则在方形截

面纤维复合材料初始屈服面之内。

( 3) 在单独的纵向正应力作用下, 不同纤维

排列方式的复合材料初始屈服应力基本上相同;

而当存在横向应力或纵横剪切应力时,不同纤维

排列方式的复合材料初始屈服应力是有差别的。

六角形排列时最容易屈服, 而方形对角排列屈服

极限最高。

参考文献:

[ 1]　新材料、新工艺对未来航空发动机设计影响文集 [ C] .中国

航空工业总公司第六零六研究所, 1996. 11

[ 2]　傅恒志.未来航空发动机材料面临的挑战与发展趋势 [ J] .

航空材料学报, 1998, 18( 4) : 52- 61.

[ 3]　[美]邹祖伟主编.复合材料的结构与性能 [ M ] .吴人洁译.

北京:科学出版社, 1999.

[ 4]　Adam s D F, Doner D R. Longitudinal S hear Loading of a Uni-

directional Composite[ J] . Journal of Comparativ e Mater ials,

1967, 1( 1) : 4.

[ 5] 　Foye R L. T heoret ical Post-Yielding Behavior of Composite

Laminates , Part Ⅰ: Inelastic M icromechanics [ J ] . J . Comp.

M ater. , 1973, 7: 178- 193.

[ 6 ] 　Aboudi J . Mechanics of Composite Materials-A unified mi-

cromechanical approach[ J] . E lsevier ,A msterd am, 1991.

[ 7] 　Paley M , Aboudi J . M icromechanical Analysis of Composite

by the Generalized Cells Model [ J] . Mech anics of Compos-

ites, 1992, 12: 127- 139.

[ 8]　宋迎东,雷友锋,高德平,等. 用通用单胞模型预测钛基复合

材料弹性性能[ A ] .第十届航空发动机结构强度与振动学

术会议论文集[ C] .安徽歙县: 2000年 10月: 137- 141.

[ 9] 　雷友锋,宋迎东, 高德平.纤维增强金属基复合材料细观几

何结构对宏观弹性性能的影响[ J ] .宇航材料工艺, 2003, 33

(1) : 43- 48.

[ 10]　雷友锋,宋迎东,高德平.纤维增强复合材料结构的宏细观

一体化分析方法[ J ] .机械科学与技术, 2002, 21( 4) : 617-

619.

[ 11]　雷友锋.纤维增强金属基复合材料宏—细观一本构模型及

应用研究[ D] .南京:南京航空航天大学, 2002.

[ 12] 　宋迎东,雷友锋, 孙志刚,等.一种新的纤维增强细观力学

模型[ J] .南京航空航天大学学报, 2003, 35( 4) : 435- 440.

754 航 空 动 力 学 报 第　19　卷


